一类求解Hamilton-Jacobi方程的交错网格差分格式 by 邱建贤 & 戴嘉尊
第 32 卷第 5 期
2000 年 10 月 　
南　京　航　空　航　天　大　学　学　报
Jou rnal of N an jing U n iversity of A eronau t ics & A stronau t ics　
V o l. 32 N o. 5
　O ct. 2000




摘要　H am ilton2Jacob i 方程在控制论和微分对策中有广泛的应用, 由于其表达形式与双曲守恒
律方程极为相近, 这有利于借助于求解双曲守恒律方程的差分格式来构造求解 H am ilton2Jacob i
方程的差分格式。文中将H am ilton2Jacob i 方程变化为双曲守恒律方程, 利用求解双曲守恒律方程
的交错网格的 Gauss 型差分格式, 构造了一类求解 H am ilton2Jacob i 方程的交错网格的 Gauss 型
差分格式。这类格式具有高分辨、计算简便等优点。最后针对一系列的一维和二维问题进行了数
值试验, 试验结果很令人满意。
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引　　言
在本文中, 作者考虑以下的一阶H am ilton2Jacob i 方程初值问题的数值解法。<t + f (<x 1 , <x 2 , ⋯, <x n ) = 0<(x , 0) = <0 (x ) (1)
H am ilton2Jacob i 方程在控制论和微分对策中有广泛的应用。众所周知, 即使在初值条件<0 (x )是充分光滑的情况下, 一般来说, 虽可以得到式 (1) 的连续解, 但其解的导数却是间断
的。因此, 寻求具有高分辨、不振荡等良好性质的方法一直是计算数学工作者大力研究的问
题。由于H am ilton2Jacob i 方程和双曲守恒律5u5t + ∑nk= 1 5f k (u )5x k = 0 (2)
非常相近, 实际上, 在一维 (n= 1)的情况下, 设 u= <x , 那么, 式 (1)等价于式 (2)。在 n> 1 的情
况下虽然没有这种直接的关系, 但在某种意义下仍然可以认为式 (1) 是由式 (2)“积分一次”
得到的。正是由于这种关系, 使得可以借助于现有的求解双曲守恒律的差分格式来构造求解α Ξ 航空科学基金 (编号: 96A 52004)资助项目。
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式 (1)的差分格式。在文[ 1 ]中, C randal 和L ion s 给出一类求解式 (1)的单调格式, 这类格式
虽是收敛的, 但却只是一阶格式。在文[ 2 ]中,O sher 和 Shu 将求解式 (2)的 ENO 格式应用求
解式 (1) , 数值实验结果表明, 该格式是一个高分辨的格式, 但实施具体的计算很不方便。
本文在交错网格的情况下, 将求解双曲守恒律式 (2) 的二阶显式 Gau ss 型格式, 应用于
求解式 (1) , 这类格式具有高分辨、计算简便等优点。最后进行了数值试验, 试验结果是很令
人满意的。
1　一维H am ilton2Jacob i 方程的差分格式
当 n= 1 时, H am ilton2Jacob i 方程 (1)可写为<t + f (<x ) = 0<(x , 0) = <0 (x ) (3)
令 u (x , t) = <x (x , t) , 对式 (3)求关于 x 的偏导数, 可得到一维单个双曲守恒律5u5t + 5f (u )5x = 0
u (x , 0) = u 0 (x )
(4)
其中, u 0 (x ) = d<0 (x )dx 。
记空间步长为 ∃x , 时间步长为 ∃ t, 步长比 Κ= ∃ tö∃x , x j = j ∃x , tn= n∃ t, x j+ 1ö2= ( j + 12 )∃x , tn+ 1ö2= (n+ 12 ) ∃ t, I j = [x j - 1ö2, x j+ 1ö2 ], I j+ 1ö2= [x j , x j+ 1 ]。
用 v nj 和 v n+ 1ö2j+ 1ö2分别表示 u (x , t)在时间层 tn 和 tn+ 1ö2时在格子 I j = [x j - 1ö2, x j + 1ö2 ]和 I j + 1ö2




1∃x∫I j u (x , tn) dx 　　　v n+ 1ö2j+ 1ö2 = 1∃x∫I j+ 1ö2u (x , tn+ 1ö2) dx
在每个时间层上利用线性逼近对平均值函数进行重构
v (x , t) = v j + x - x j∃x v′j , 　x ∈ I j; v (x , t) = v j + 1ö2 + x - x j + 1ö2∃x v′j+ 1ö2, 　x ∈ I j+ 1ö2
其中, 1∃x v′= 5u (x , t)5x + O (∃x )。
利用重构函数代替方程 (4) 中的函数 u (x , t) , 并分别在区间[ tn , tn+ 1ö2 ]×I j+ 1ö2和[ tn+ 1ö2,











j + 1ö2 + v n+ 1ö2j - 1ö2 ) - 18 (v′j+ 1ö2 - v′j - 1ö2) - Κ(h n+ 1ö2j + 1ö2 - hn+ 1ö2j - 1ö2 ) (5a)
hnj = 12 (f (v
n
j - h 1f ′j ) + f (v nj - h 2f ′j ) )
hn+ 1ö2j + 1ö2 = 12 (f (v n+ 1ö2j+ 1ö2 - h 1f ′j+ 1ö2) + f (v n+ 1ö2j+ 1ö2 - h 2f ′j+ 1ö2) ) (5b)
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其中, 1∃x f ′= 5f (v (x , t) )5x + O (∃x ) , h 1= Κ( 12 - 36 ) , h 2= Κ( 12 + 36 )。
利用 T aylo r 展开式, 容易证明:
定理 1　由式 (5)定义的 Gau ss 型格式除在函数 u (x , t)的驻点外是二阶格式。
定理 2　如果 Gau ss 格式 (5)中的数值导数 v′j öh , f ′j öh 满足以下条件
v′j ∃v nj+ 1ö2 ≤ ΑûM M (∃v nj+ 1ö2, ∃v nj - 1ö2) û , 　　f ′j ∃v nj+ 1ö2 ≤ ΒûM M (∃v nj+ 1ö2, ∃v nj - 1ö2) û (6a)
v′j+ 1ö2∃v n+ 1ö2j + 1 = ΑûM M (∃v n+ 1ö2j+ 1 , ∃v n+ 1ö2j ) û , 　f ′j + 1ö2∃v n+ 1ö2j + 1 = ΒûM M (∃v n+ 1ö2j + 1 , ∃v n+ 1ö2j ) û
(6b)




j + 1ö2 - v n+ 1ö2j - 1ö2 = ∃v nj + 1ö2 ( 12 - Κ∃g nj+ 1ö2∃v nj + 1ö2 ) + ∃v nj - 1ö2 ( 12 + Κ∃g nj - 1ö2∃v nj - 1ö2 )
其中, g nj = hnj + 18Κv′j , ∃g nj+ 1ö2= g nj+ 1- g nj , 而Κû ∃g nj+ 1ö2∃v nj+ 1ö2 û ≤ Κ2 (û f (v nj + 1 - h 1f ′j + 1) - f (v nj - h 1f ′j )(v nj + 1 - h 1f ′j + 1) - (v nj - h 1f ′j ) û ×û (v nj+ 1 - h 1f ′j+ 1) - (v nj - h 1f ′j )∃v nj+ 1ö2 û + û f (v nj+ 1 - h 2f ′j + 1) - f (v nj - h 2f ′j )(v nj+ 1 - h 2f ′j + 1) - (v nj - h 2f ′j ) ×û (v nj+ 1 - h 2f ′j+ 1 - (v nj - h 2f ′j )∃v nj+ 1ö2 û ) + 18 û ∃v′j+ 1ö2∃v nj + 1ö2 û
由式 (7)的CFL 条件可知Κû f (v nj+ 1 - h if ′j + 1) - f (v nj - h if ′j )(v nj+ 1 - h if ′j + 1) - (v nj - h if ′j ) û ≤CFL , 　　i = 1, 2
而 û (v nj + 1 - h if ′j+ 1) - (v nj - h if ′j )∃v nj + 1ö2 û ≤ 1 + h iû ∃ f ′j+ 1ö2∃v nj+ 1ö2 û , 　　i = 1, 2
由式 (6a, 7)有 û ∃v′j + 1ö2∃v nj+ 1ö2 û ≤m ax (û v′j + 1∃v nj+ 1ö2 û , û v′j∃v nj+ 1ö2 û ) ≤ Αû ∃ f ′j+ 1ö2∃v nj+ 1ö2 û ≤m ax (û f ′j+ 1∃v nj+ 1ö2 û , û f ′j∃v nj+ 1ö2 û ) ≤ Β = 1ΚΑõ CFL
所以: Κû ∃g nj+ 1ö2∃v nj+ 1ö2 û≤ 12 [CFL · (1+ h 1Β) + CFL (1+ h 2Β) ]+ 18 Α= CFL (1+ 12 ΑCFL ) + 18 Α≤
1
2 , 所以, TV (V
n+ 1ö2) ≡∑
j
ûv n+ 1ö2j + 1ö2 - v n+ 1ö2j - 1ö2 û = ∑û∃v nj+ 1ö2 ( 12 - Κ∃g nj + 1ö2∃v nj + 1ö2 ) + ∃v nj - 1ö2 ( 12 +Κ ∃g nj - 1ö2∃v nj - 1ö2 ) û ≤ ∑û∃v nj + 1ö2û ≡ TV (V n)。同理可证: TV (V n+ 1) ≤ TV (V n+ 1ö2)。因此, 有
TV (V n+ 1) ≤ TV (V n)。所以, Gau ss 型格式 (5) 在式 (6, 7) 的限制下为 TVD 格式。
求解方程 (3) , 首先利用格式 (5)求解方程 (4) , 然后利用式 (8)求解方程 (3)<n+ 1j = <nj - 12 ∃ t (f (v nj ) + f (v n+ 1j ) ) (8)
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2　二维H am ilton2Jacob i 方程的差分格式
当 n= 2 时, H am ilton2Jacob i 方程 (1)可写为<t + f (<x , <y ) = 0<(x , y , 0) = <0 (x , y ) (9)
令 u 1 (x , t) = <x (x , y , t) , u 2 (x , t) = <y (x , y , t) , 分别对式 (9a) 求关于 x 和 y 的偏导数, 可得到
以下的二维双曲守恒律方程组的形式5U5t + 5F (U )5x + 5G (U )5y = 0
U (x , y , 0) = U 0 (x , y )
(10)
其中,U = (u 1, u 2) T , F (U ) = (f (U ) , 0) T , G (U ) = (0, f (U ) ) T ,U 0 (x , y ) = (5<05x , 5<05y ) T。
记 x 和 y 方向的空间步长分别为 ∃x 和 ∃y , 时间步长为 ∃ t, x 和 y 方向的步长比分别
为 Κ= ∃ tö∃x 和 Λ= ∃ tö∃y , x j = j ∃x , y k = k∃y , tn = n∃ t, x j+ 1ö2 = ( j + 12 ) ∃x , y k+ 1ö2 =
(k + 12 ) ∃y , I j , k = [x j - 1ö2, x j+ 1ö2 ]×[y k- 1ö2, y k+ 1ö2 ], I j+ 1ö2, k+ 1ö2= [x j , x j+ 1 ]×[y k , y k+ 1 ]。
用V j , k和V j + 1ö2, k+ 1ö2分别表示U (x , y , t) 在时间层 t 时在区域 I j , k和 I j+ 1ö2, k+ 1ö2上的平均
值, 即
V j , k = 1∃x ∃y∫I j , kU (x , y , t) dx dy , 　V j+ 1ö2, k+ 1ö2 = 1∃x ∃y∫I j+ 1ö2, k+ 1ö2U (x , y , t) dx
在每个时间层上利用线性逼近对平均值函数进行重构
V (x , y , tn) = V nj , k + x - x j∃x V ′j , k + y - y k∃y W ′j , k　　 (x , y ) ∈ I j , k
V (x , y , tn+ 1ö2) = V n+ 1ö2j+ 1ö2, k+ 1ö2 + x - x j+ 1ö2∃x V ′j+ 1ö2, k+ 1ö2 + y - y k+ 1ö2∃y W ′j+ 1ö2, k+ 1ö2
　　　　　　　　　　　　　 (x , y ) ∈ I j + 1ö2, k+ 1ö2
其中, 1∃xV ′= 5U (x , y , t)5x + O (∃x )　　　 1∃yW ′= 5U (x , y , t)5y + O (∃y ) (11)
利用重构函数代替方程 (1) 中的函数U (x , y , t) , 并分别在区间 [ tn , tn+ 1ö2 ]× I j + 1ö2, k+ 1ö2和
[ tn+ 1ö2, tn+ 1 ]×I j , k上积分, 利用两点 Gau ss 求积分公式逼近关于 t 的积分, 利用梯形求积公
式逼近关于 x 和 y 的积分, 得到在交错网格情况下的 Gau ss 型格式
V n+ 1ö2j+ 1ö2, k+ 1ö2 = 14 (V nj+ 1, k+ 1 + V nj+ 1, k + V nj , k+ 1 + V nj , k ) - 116 (V ′j+ 1, k - V ′j , k + V ′j + 1, k+ 1 -
V ′j , k+ 1 + W ′j+ 1, k + W ′j + 1, k+ 1 + W ′j , k - W ′j , k+ 1) - Κ2 (H nj+ 1, k - H nj , k + H nj + 1, k+ 1 -
H nj , k+ 1) - Λ2 (R nj , k+ 1 - R nj , k + R nj+ 1, k+ 1 - R nj+ 1, k ) (12a)
V n+ 1j , k = 14 (V
n+ 1ö2
j + 1ö2, k+ 1ö2 + V n+ 1ö2j + 1ö2, k- 1ö2 + V n+ 1ö2j - 1ö2, k+ 1ö2 + V n+ 1ö2j - 1ö2, k- 1ö2) - 116 (V ′j+ 1ö2, k - 1ö2 -
V ′j - 1ö2, k - 1ö2 + V ′j+ 1ö2, k+ 1ö2 - V ′j - 1ö2, k+ 1ö2 - W ′j + 1ö2, k- 1ö2 + W ′j + 1ö2, k+ 1ö2 + W ′j - 1ö2, k - 1ö2 -
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W ′j - 1ö2, k+ 1ö2) - Κ2 (H n+ 1ö2j+ 1ö2, k - 1ö2 - H n+ 1ö2j - 1ö2, k - 1ö2 + H n+ 1ö2j + 1ö2, k+ 1ö2 - H n+ 1ö2j - 1ö2, k+ 1ö2) -Λ
2 (R
n+ 1ö2
j - 1ö2, k+ 1ö2) - R n+ 1ö2j - 1ö2, k- 1ö2 + R n+ 1ö2j + 1ö2, k+ 1ö2 - R n+ 1ö2j + 1ö2, k- 1ö2) (12b)
其中




j , k - h 1F′j , k ) + F (V nj , k - h 2F′j , k ) )
R nj , k =
1
2 (G (V
nj , k - h 3G′j , k ) + G (V nj , k - h 4G′j , k ) )
H n+ 1ö2j+ 1ö2, k+ 1ö2 = 12 (F (V n+ 1ö2j+ 1ö2, k+ 1ö2 - h 1F′j+ 1ö2, k+ 1ö2) + F (V n+ 1ö2j+ 1ö2, k+ 1ö2 - h 2F′j+ 1ö2, k+ 1ö2) )
R n+ 1ö2j+ 1ö2, k+ 1ö2 = 12 (G (V n+ 1ö2j + 1ö2, k+ 1ö2 - h 3G′j+ 1ö2, k+ 1ö2) + G (V n+ 1ö2j + 1ö2, k+ 1ö2 - h 4G′j+ 1ö2, k+ 1ö2) )
h 1 = Κ( 12 - 36 ) , h 2 = Κ( 12 + 36 ) , h 3 = Λ( 12 - 36 ) , h 4 = Λ( 12 + 36 )
1∃x F′= 5F (U (x , y , t) )5x + O (∃x ) , 　 1∃y G′= 5G (U (x , y , t) )5y + O (∃y )
　　数值微分V ′,W ′, F′, G′的每一个分量按式 (6) 的定义选取。将格式 (12) 应用于方程
(10)的求解, 并用格式 (13)计算方程 (9)<n+ 1j , k = <nj , k - 12 ∃ t (f (V nj , k + f (V n+ 1j , k ) ) (13)
3　数值试验
在本节中, 分别利用§1 和§2 中给出的计算一维和二维H am ilton2Jacob i 方程的差分
格式进行数值试验。
例 1　对于一维问题的H am ilton2Jacob i 方程<t + f (<x ) = 0<(x , 0) = - co s (Πx ) 　　　 - 1 ≤ x < 1 (14)
分别考虑函数 f (u )为凸的 (a)和非凸的 (b)的两种情况。
(a) f (u ) = (u+ 1) 2ö2　　 (b) f (u ) = - co s (u+ 1)
取空间步长 ∃x 为 0. 05, 数值微分中的 Α= 1, CFL = 0. 32。分别计算时间 0. 5öΠ2 和1. 5öΠ2 时
的解。计算结果如图 1 (a, b) , 图 2 (a, b)。图中的实线表示H am ilton2Jacob i 方程的精确解。
图 1　计算结果 (∃x = 0. 05, t= 0. 5öΠ2) 图 2　计算结果 (∃x = 0. 05, t= 1. 5öΠ2)
例 2　考虑二维非凸的H am ilton2Jacob i 问题<t + sin (<x + <y ) = 0　　　<(x , y , 0) = Π(ûy û - ûx û ) (15)
取空间步长 ∃x = ∃y 分别为 0. 05 和 0. 025, 数值微分中的 Α= 1, CFL = 0. 32。计算时间 t= 1
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时的解。计算结果如图 3, 4 所示。
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Abstract　H am ilton2Jacob i (HJ ) equat ion s are frequen t ly encoun tered in app lica t ion s,
e. g. , in d ifferen t ia l gam es and con tro l theo ry, they are clo sely rela ted to hyperbo lic
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